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Abstrakt

Diskrétne nahodné premenné maju svoje vyuzitie v roznych oblastiach, konkrétne
napomocné mozu byt napriklad v oblasti poistovnictva pre modelovanie poctov poist-
nych narokov. Pri vybere rozdelenia, ktorym mdzeme tieto pocty modelovat, moze byt
uzitocné pozriet sa na zovSeobecnenia uz znamych rozdeleni. Bakalarska praca je za-
merana na zovseobecnené geometrické rozdelenia, pricom konkrétne sa venuje trom
zovseobecneniam. Praca ukazuje prepojenie medzi danymi zovSeobecnenymi geometric-
kymi rozdeleniami a im prislichajicimi zovSseobecneniami exponencialneho rozdelenia.
Dalej pre kazdé z rozdeleni uvadza jeho zdkladné vlastnosti a kladie déraz na odhad
parametrov spominanych rozdeleni. Pre odhadovanie parametrov je pouzivana metéda
maximalnej vierohodnosti. Ziskané teoretické poznatky a samotné rozdelenia st né-

sledne demonstrované na realnych sadach dat ako mozné aplikacie danych rozdeleni.

Kltcové slova: geometrické rozdelenie, zovseobecnené geometrické rozdelenie, dis-

krétne rozdelenie pravdepodobnosti, odhad parametrov, modelovanie.



Abstract

Discrete random variables have their uses in different areas, for example they
can be helpful in the insurance for modelling counts of insurance claims. When we are
choosing the distribution, which we want to use in our model, it might be useful to
take into account the generalizations of already known distribution. This bachelor thesis
is focused on generalized geometric distributions, while specifically, it deals with three
generalizations. This thesis shows the connection between defined generalized geometric
distributions and their corresponding generalizations of the exponential distribution.
Further for each of the distributions, it states their basic properties and emphasis is
on the estimation of parameters of the mentioned distributions. Maximum likelihood
estimation method is used to estimate the parameters. In the end are all the generalized
distributions applied on the real data sets and they are compared compared with each

other.

Keywords: geometric distribution, generalized geometric distribution, discrete

probability distribution, estimation of parameters, modelling.



Predhovor

Som rada, ze som si vybrala prave Zovseobecnené geometrické rozdelenie, nakolko
som seba aj citatelov chcela oboznamit s novymi typmi rozdeleni a tato téma mi pri-
niesla mnoho novych poznatkov z oblasti tedrie pravdepodobnosti, konkrétne o dis-
krétnych nahodnych premennych. Samotné geometrické rozdelenie som mala moznost
spoznat uz na predmetoch, ktoré si vyucované na fakulte, avsak vsetky zovseobecnenia
tohto rozdelenia boli pre mna nové a velmi prinosné. Vsetky ciele, ktoré som si sta-
novila na zaciatku tvorby bakaldrskej prace, sa mi aj podarilo v dostatoc¢nej miere
naplnit. Som velmi vdac¢nd, ze mi praca pomohla ujasnit si diskretizaciu nahodnych
premennych, a v neposlednom rade urcite posilnila moje myslenie a praktické schop-
nosti programovania v softvéri R. Dufam, ze moja bakalarska praca bude prinosna

aj pre ostatnych citatelov.

Touto cestou by som tiez chcela vyjadrif vdaku veducej bakalarskej prace Mgr. Li-
vii Rosovej, PhD. za jej ochotu, podporu, cenné rady a pripomienky pocas tvorby prace.
Taktiez by som sa chcela podakovat vsetkym pedagégom za ich vedomosti, ktoré mi
doposial odovzdali. Dakujem aj rodine a priatelom za ich podporu pocas celého dote-

rajSieho studia.
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Uvod

Geometrické rozdelenie je diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti, ktoré ma svoje
vyzitie v mnohych oblastiach, ako napriklad v aktuarstve. Je to sice pomerne jednodu-
ché rozdelenie, avSak v roznych oblastiach moze poslizit pri tvorbe pociatocnych jedno-
duchych modelov. Problém pri odhadovani parametrov a modelovani dat moze nastat,
ked sa hodnota nula nadobtda s vysokou pravdepodobnostou. Prave vtedy ma zmysel
uvazovat nad geometrickym rozdelenim, ktoré sa s tym vie dobre vysporiadat. Pri rie-
seni komplexnejsich problémoch nemusi byt geometrické rozdelenie postacujice a ma
zmysel uvazovat nad réznymi jeho zovseobecneniami. Vyuzitie tychto zovseobecnenych
rozdeleni mozeme najst napriklad v oblasti nezivotného poistenia pri modelovani poc¢tu

narokov, resp. poctu poistnych plneni.

V prvej kapitole bakalarskej prace najskor v kratkosti opisujeme klasické geomet-
rické rozdelenie a néasledne predstavujeme odhadovanie parametrov pomocou metoédy
maximélnej vierohodnosti. Dalsie tri kapitoly, ktoré tvoria hlavni ¢ast teoretickej casti,
st venované definovaniu zovseobecnenych geometrickych rozdeleni. Postupne prezentu-
jeme tri zovSeobecnenia geometrického rozdelenia. Pre kazdé zo zovSeobecnenych roz-
deleni ukazujeme prepojenie dané¢ho geometrického zovseobecnenia s prislichajicim
exponencialnym zovseobecnenym rozdelenim. Okrem toho spominame aj stredni hod-
notu a disperziu konkrétneho zovSeobecnenia. Pri kazdom rozdeleni uvadzame odhady
parametrov, ktoré sme ziskali pomocou metédy maximalnej vierohodnosti z vygenero-

vanych hodnot z daného rozdelenia.

Cielom bakalarskej prace je nielen vytvorit prehlad vlastnosti konkrétnych zo-
vseobecnenych rozdeleni, ale aj poukazat na vyuzitie spominanych rozdeleni v réznych
oblastiach. Prave preto je posledna piata kapitola zamerana na praktické vyuzitie jed-
notlivych rozdeleni. V tejto casti su vsetky rozdelenia porovnané na dvoch redlnych
sadach dat. Ako spominame vyssie, ¢asto su tieto rozdelenia pouzivané v oblasti poist-
nej matematiky, preto ako jednu moznu aplikiciu sme vybrali modelovanie dat prave
z tohto prostredia. Aby sme ukazali vyuzitie danych rozdeleni v réznych a celkom od-
lisnych oblastiach, ako druhit moznu aplikaciu sme zvolili modelovanie dat z prostredia
mediciny. Pri modelovani dat opat odhadujeme parametre jednotlivych rozdeleni a po-

mocou chi-kvadrat hodnoty porovnavame, ako rozdelenia sedia na konkrétnu sadu dat.



1 Geometrické rozdelenie

Uvodné kapitola je venovang klasickému geometrickému rozdeleniu s jednym pa-
rametrom. Je v nej tiez zahrnuty princip odhadovania parametrov pomocou metody

maximalnej vierohodnosti.

Definicia 1.1 Nech ndhodnd premennd X md pravdepodobnostni funkciu
px(z) = P(X = x) = pg”,

kdex =10, 1, 2, ..., 0<qg< 1aq=1— p. Potom X je ndhodnd premennd, ktord ma

geometrické rozdelenie s parametrom q. PouZivame oznacenie X ~ Geo(q).

Veta 1.1 Nech X je ndahodna premennd, ktorda md geometrické rozdelenie, potom dis-

tribucnd funkcia X zodpovedd tvaru
0 ak x <0,

Fy(r)=P(X <z)=1 1z}

qu” ak x >0,
i=0

ak 0<qg< lap=1-—q.

Dokaz.

Dokaz vety vyplyva priamo z definicie distribuc¢nej funkcie diskrétnej nahodnej pre-

menne;j. 0

Na Obr. 1 mozeme vidiet pravdepodobnostnii funkciu geometrického rozdelenia
pre rozne hodnoty parametra ¢, ktord ma vo vsetkych pripadoch klesajuci tvar. Toto
pozorovanie nie je dielom nahody, pretoze pravdepodobnostna funkcia geometrického

rozdelenia mé vzdy klesajuici charakter.

Dalej pre stredni hodnotu a disperziu tohto rozdelenia plati

kde 0 < ¢ < 1.
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Obr. 1: Pravdepodobnostna funkcia Geo(q) vykreslend pre rézne hodnoty
parametra q.

(zdroj: vlastné spracovanie)

1.1 Metbéda maximalnej vierohodnosti

Znamou a casto pouzivanou metédou odhadovania parametrov je prave metoda
maximalnej vierohodnosti, ktorii oznac¢ujeme aj pomocou skratky MLE z anglického
nazvu maximum likelihood estimation. Princip metody je zaloZeny na vierohodnostnej

funkcii, ktord v nasej praci oznacujeme L(x, 0).

Definicia 1.2 Majme nahodny vyber X1, Xo, ..., X,,, ktory ma rozdelenie pravdepodob-
nosti s hustotou f(z;,80), kde @ je nezndamy parameter, alebo vektor parametrov tohto
rozdelenia. TaktieZ uvazujme jeho realizaciu x1, xs, ..., x,. Potom funkciu vierohodnosti

definujeme nasledovnym vztahom
L(z,0) =[] f(x:,0).
i=1

Metéda maximalnej vierohodnosti ma za tlohu najst maximum vierohodnostnej
funkcie, pricom za maximalne vierohodny odhad parametrov zoberie argument, v kto-

rom sa nadobuda maximum vierohodnostnej funkcie. To znamena

A

0 = arg max L(x,0) = arg max [] f(;,0),
0co 6co i=1

kde © je parametricky priestor pre 6.



Kedze vierohodnostna funkcia je definovana ako sucin, spocitanie jej derivacie,
pomocou ktorej moze byt najdené maximum, je vo vela pripadoch pomerne zlozita
uloha. Preto sa casto pouziva logaritmicka vierohodnostna funkcia, ktora dalej ozna-

¢ujeme [(x, 9).

Definicia 1.3 Za platnosti vyssie spominanych predpokladov, logaritmus funkcie vie-
rohodnosti je dany nasledujicou rovnostou

n

l(,0) =InL(x,0) =In[] f(z;,0) = ilnf(xi,e).

=1

Po pouziti logaritmickej vierohodnostnej funkcie sa vo vela pripadoch zjednodusi tloha
spocitania derivacie. Ak existuju parcialne derivacie danej funkcie, odhad parametrov

je mozné dostat ako riesenie sustavy rovnic, kedy sa derivacie rovnaju nule.

Pre odhadovanie parametrov je potrebné mat realizaciu nadhodného vyberu. Preto
pre potreby tejto bakalarskej prace sme naprogramovali generator nahodnych hodndét
pre jednotlivé rozdelenia, ktory sa zakladd na metdde inverznej transformacie a algo-

ritmus pre tito funkciu mézeme nédjst napriklad v publikacii [6].
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2 Transmutované geometrické rozdelenie

Transmutované geometrické rozdelenie (transmuted geometric distribution) au-
tori ¢lanku [4] odvodili pomocou metédy transmutécie kvadratického radu (quadratic
rank transmutation). My toto odvodenie neuvddzame, zamerali sme sa na samotné
rozdelenie pravdepodobnosti a ukazali sme vztah medzi diskrétnym transmutovanym
geometrickym rozdelenim a jeho spojitou analégiou- zovseobecnenym exponencidlnym
rozdelenim. V neposlednom rade sme sa sustredili na generovanie realizacii a nasledny
odhad parametrov, od ktorych toto rozdelenie zavisi. Poznatky o spominanom rozdeleni

sme Cerpali z ¢lanku [4].

2.1 Definicia a vlastnosti transmutovaného geometrického

rozdelenia

Transmutované geometrické rozdelenie je zovSeobecnenim Geo(q), takze je to dis-

krétne rozdelenie zavislé od dvoch parametrov.

Definicia 2.1 Nech Y je diskrétna ndhodnd premennd, ktorej pravdepodobnostnd fun-

kcia mad tvar
py(y) = (1—a)¢’(1—q) + a(l — ¢*)¢”, (1)

kdey=10,1,2, .., 0<q<1a-1<a < 1. Potom hovorime, Ze Y ma transmutované

geometrické rozdelenie pravdepodobnosti.

Veta 2.1 Nech Y je ndhodnd premennd, ktorda ma transmutované geometrické rozde-

lenie, potom distribucnd funkcia tohto rozdelenia pravdepodobnosti vyzerd

0 aky <0,
Fy(y) = 1 Ly ' ‘

Y (1-a)g(1—q) +al —¢*)¢* aky>0,

1=0

pre 0< g < 1la-1<a <1
Dokaz.
Dokaz vety vyplyva priamo z definicie distribucnej funkcie diskrétnej ndhodnej pre-

menne;j. U
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Poznamka. Ak by sme parameter a polozili rovny nule, dostali by sme klasické

Geo(q), ako ho uz pozname.

Pravdepodobnostni funkciu tohto rozdelenia sme vykreslili pre rozne kombina-
cie parametrov ¢ a  na Obr. 2. Poznamenajme, Ze pre transmutované geometrické
rozdelenie sme zachovali oznacenie, ktoré zaviedli autori ¢lanku [4]. Takze transmu-
tované geometrické rozdelenie oznac¢ujeme T'GD(q, ) z anglického nézvu transmuted

geometric distribution.

o qg=0,1 =03
—
«© _]
o _| © Hodnoty parametra o
o
© — 09
o | S ] -0,45
X o =
I I
z o PO
o~ N
o o
o | o |
° T T T T e
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 1 2 3 4
y y
q=06 q=0,9
©
Q
0 | g 4
o o
<
7o ? 24
> 3 > °
o a
N
S 8 |
=)
-
o M
o o
. — o 4
e T T T T T T T S T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 0 5 10 15 20 25
y y

Obr. 2: Grafické porovnanie pravdepodobnostnej funkcie TG D(q, a)
pri réznych parametroch ¢ a a.

(zdroj: vlastné spracovanie na zaklade [4]).

Shaw a Buckley v roku 2009 v ¢lanku [7] uviedli zovSeobecnenie exponencidlneho

rozdelenia pomocou hustoty
fx(@) = (1 — a)fe + 2062,

pre x > 0 s parametrami § > 0 a —1 < a < 1. Distribu¢né funkcia takto definovaného

rozdelenia je urcena rovnicou
Fx(z) = (1 - a)(1—e™™) +a(l —e), (2)
kdex >0,>0a-1<a<l.
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Veta 2.2 Nech X je kladnd spojitd ndhodnd premennd. Ak X md Shawovo-Buckleyho
exponencidlne rozdelenie s parametrami > 0 a —1 < a < 1, tak jeho celd dolnd cast
md transmutované geometrické rozdelenie s parametrami e " a .

Doékaz.
Nech Y = | X, kde |z] je funkcia celej dolnej Casti redlneho ¢isla =, potom nahodnui
premenntu Y chédpeme, ako diskrétnu analégiu spojitej nahodnej premennej X. Nasledne
aplikujme vztah P(Y = y) = Fx(y+ 1) — Fx(y) na Shawovo-Buckleyho exponencialne

rozdelenie.

P(Y =y) =Fx(y+1) — Fx(y)
=(1—a)(1—ePUt)) 4 o1 — e 22WH)) (1 —a)(1 — ™)
— a1 — e )
— _ e Py-h + e PP _ e 20y—28 + e PY _ e Py + ve—2BY
:(_e—ﬁye—ﬁ +oe Pe P Lo Py _ ae_ﬁy) + (—ae_2’3ye_2f3 + Oze_%y)
= (1 —a)(l—eP)+a(l —e e,
Dostali sme
P(Y =) = (1 - a)e (1 — ) + a(l — e )2,

prey=0,1,2...,0<¢g<la—1<a< 1. Danarovnica je pravdepodobnostnd funkcia

TGD(q, @), kde parameter a = a a parameter ¢ je rovny e, takze Y ~ TGD(e™?, ).
[

Pozndmka. Veta 2.2 dokdzand v ¢lanku [4] nie je, pocas dokazovania sme vSak na-
trafili na nezrovnalost v tomto ¢lanku. Autori definovali distribu¢ni funkciu Shawovho-

Buckleyho exponencidlneho rozdelenia vztahom
Fx(x) = (1+a)(1l—e ) —a(l—e 22 (3)

Ked sme vsak do vzorca P(Y = y) = Fx(y + 1) — Fx(y) dosadili vztah (3), zistili
sme, ze rovnost neplati, a preto sme sa pokusili zratat distribu¢na funkciu Shawovho-

Buckleyho exponencidlneho rozdelenia pomocou definicie, a to

Fx(x) = /x (1 — a)Be P + 2aBe ™2 du.

Po zratani daného integralu sme zistili, ze distribu¢na funkcia Shawovho-Buckleyho
exponencialneho rozdelenia ma tvar (2). Ked sme nésledne vztah (2) aplikovali v dokaze

Vety 2.2, podarilo sa ndm dant vetu dokazaf.

13



Nech Y je ndhodna premennd, ktora ma TGD(q, «) rozdelenie pravdepodobnosti.
Pre stredni hodnotu ndhodnej premennej Y plati, ze

E(Y) = q(1 1—_&)q;r ¢

a pre disperziu nahodnej premennej Y plati vzfah
g1 —a?+q(1—a?*+q(1 —a)+2)
(I—¢?)? ’

pre dané parametre 0 < g < la —-1<a < 1.

D(Y) =

2.2 Odhad parametrov

V ramci tejto podkapitoly sme sa ststredili na odhady parametrov T'GD(q, «v).
Najskor sme spravili jednoduché prvotné odhady pre parametre tohto rozdelenia, a né-
sledne sme sa snazili pouzif presnejsiu metédu odhadovania, konkrétne sme aplikovali

metodu MLE, ktorej princip sme popisali v podkapitole 1.1.

Pri prvotnych odhadoch sme najskér uvazovali rovnosti

py(0) = (1 —a)(l —q) +a(l —¢°),
py(1) = (1= a)q(l - q) + a(l - ¢*)¢,
z ktorych sme dostali nasledujicu stustavu rovnic

o — qPo — P1
q(1—q)*(1+4q)’

¢+ (po— 1>+ (po— 1)g+1—po—p1 =0,

kde oznacenie py zodpovedd odhadu py(0), ktory sme odhadli ako pomer medzi po-
¢etnostou ¢isla nula v realizacii a celkovym rozsahom daného stiboru, pre ktory sme
odhadovali parametre. Analogicky vyznam méa oznacenie p;. Prvotné odhady sme na-
sledne zréatali z danej ststavy rovnic pomocou softvéru R [5].

Pomocou vztahu (1) odvodme vierohodnostnt funkciu, ktord vyzera

n

L(y,q.a) = [T((1 = a)¢ (1 — q) + ag™ (1 — ¢°)).

i=1

Logaritmus funkcie vierohodnosti je urcéeny nasledovnym tvarom

Iy, .0) = (1 =) + 7 n(g) + (1 = ) + g (1 +4),

ktory sme prevzali z ¢lanku [4]. V oboch pripadoch 0 < ¢ <1, -1 < o < 1.

14



2.2.1 Simulacie

Pre odhadovanie parametrov sme si najskor vygenerovali viacero datovych sad
z TGD(q,a) s roznymi parametrami. Prvotné odhady sme spocitali pre stbory vel-
kosti 10 000 hodndt a zapisali sme ich do Tabulky 1. Prvy stlpec zaznamenava velkost
stiboru, nasledujice dva stlpce zaznamendvaji skutoéné hodnoty parametrov a v po-
slednych Styroch stlpcoch st zapisané odhady. Prvotné odhady boli spoéitané pomocou

softvéru R [5], kde pre vypocet odhadu ¢ sme aplikovali funkciu cubic () z balika [9].

Tabulka 1: Prvotné odhady parametrov TG D(q, «).

A A

n q « q Qa q Qa

10 000 || 0,9 —0,9 | 0,9086 —0,8585 | 0,8903 —0,9471
10000 || 0,4 0,7 | 0,3044  0,3597 | 0,3400  0,4968
10000 || 0,6 0,3 | 0,5992  0,2850 | 0,6036  0,3082
10 000 | 0,1 —0,2 | 0,1037 —0,1551 | 0,0882 —0,3776

(zdroj: vlastné spracovanie)

Po spocitani prvotnych odhadov sme sa mohli pokusit aplikovat nejaki rafino-
vanejsiu metédu. Ako sme uz spominali vysSie, pouzili sme metédu MLE, samotné
vysledky vSak boli spoc¢itané numericky. Presnejsie v softvéri R sme aplikovali funkciu
optim(), aby sme nasli argument, v ktorom sa nadobida maximum logaritmu funkcie
vierohodnosti. Ako Startovacie body vo funkcii optim() sme zvolili vyssie spominané
prvotné odhady. Najskor sme vygenerovali 10 hodno6t a vypocitali odhady ¢ a & . Na-
sledne sme vygenerovali 10 000 hodnoét, pre ktoré sme takisto odhadli dané parametre,
aby sme dostali informéaciu o tom, aky presny je nas odhad pri velkom stibore dat. Od-
hadnuté parametre ¢ a a TG D(q, o) rozdelenia si zapisané v Tabulke 2. Prvy stipec
Tabulky 2 zaznamenava, z akého velkého stboru bol nas odhad urobeny, v druhom
a trefom stlpci st zaznamenané redlne hodnoty ¢ a «. Do poslednych troch blokov
stlpcov sme zapisali nage odhady pomocou MLE metddy, vzdy pre dany rozsah siboru

a pre rovnaké parametre, ktoré si urcené v predchadzajuicich stlpcoch.

Pre hodnotu n rovna 10 sme zistili, Ze nase odhady ¢ a & s vyrazne roz-
dielne od skuto¢nych hodnot ¢ a a. Je to zapri¢inené tym, ze médme vygenerovanych

len 10 hodnét, ¢o je velmi méalo na to, aby sme dostali odhad blizky realnym para-
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metrom. Mo6zeme si vSimnuf, Zze pre n = 10 000 sme s nasimi odhadmi ovela presnejsi.
Hlavne odhad ¢ je vo vacsine pripadov velmi blizky redlnemu ¢. Na druhej strane od-
hady & sa v mnohych pripadoch vyrazne lisia od skutoc¢nej hodnoty «, aj ked mame

subor s velkostou n = 10 000 hodnot.

Tabulka 2: Odhady parametrov TG D(q, o) pomocou metédy MLE.

n q o q o) q e} q o)

10 0,9 —-09 || 0,9081 —0,9900 | 0,8703 —0,9900 | 0,8739 —0,6921
10 000 | 0,9 -0,9 | 0,9017 —0,8974 | 0,8998 —0,9122 | 0,9006 —0,8854
10 04 0,7 0,4319  0,6063 | 0,2875  0,3435 | 0,5745  0,4095
10 000 | 0,4 0,7 ] 0,4329  0,7935 | 0,4012  0,7128 | 0,3616  0,5653
10 0,6 0,3 | 0,6691 0,3060 | 0,6868  0,4935 | 0,6622  0,4330
10 000 | 0,6 0,3 || 0,6040  0,3410 | 0,5944  0,2593 | 0,6198  0,3643
10 0,1 —0,2 | 0,0951 —0,9900 | 0,2337 —0,3889 | 0,2337 —0,3889
10 000 | 0,1 —0,2 | 0,0871 —0,3254 | 0,1018 —0,2160 | 0,1071 —0,1044

(zdroj: vlastné spracovanie)

Nakolko pre stibor velkosti 10 000 hodndt by sme ocakavali presnejsie odhady,
pokusali sme sa zistif, preco sa nam v niektorych pripadoch nedari parametere odha-
dovat podla nasich ocakavani. V softvéri R sme vykreslili logaritmus funkcie vierohod-
nosti prenasobeny minus jednotkou, presnejsie uroviiové mnoziny (takzvané vrstevnice)
tejto funkcie. Logaritmus funkcie vierohodnosti sme prenasobili minus jednotkou kvoli
tomu, aby vykreslena funkcia presne zodpovedala funkcii, z ktorej sme pocitali od-
hady parametrov. Realizacia, ktora vstupovala do vykreslenej funkcie bola generovana
pri parametroch ¢ = 0,4 a o = 0,7 a obsahovala 10 000 hodnd6t. Tieto parametre
sme zvolili podla Tabulky 2, pretoze sa zda, ze odhady pre tieto parametre sa najviac

lisia od skuto¢nych hodnot.

Ako prvé sme vykreslili vrstevnice danej funkcie na celom definicnom obore, kon-
krétne pre 0 < g < 1a —1 < a < 1, zobrazené na Obr. 3. Podla tohto obrazka sa moze
zdat, ze pre konkrétnu hodnotu parametra ¢ sa parameter a méze rovnat réoznym hod-
notam, pricom funkcéna hodnota zostane takmer nemenné. Preto sme sa rozhodli pozriet
na tuto funkciu blizsie a vykreslili sme ju pre urcité okolie parametrov ¢ a o na Obr. 4.

Podla tohto obrazka sme mohli potvrdit, ze ked ¢ = 0,4 parameter a moze nadobudat
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rozne hodnoty a funkéna hodnota zostane prakticky nemenna, preto moézu vzniknit
viditelné odchylky pri odhadovani parametrov, aj ked velkost stiboru je az 10 000 hod-

not.

40000

20000

0.2 0.4 0.6 0.8

Obr. 3: Graf Groviiovych mnozin logaritmu funkcie vierohodnosti
prendsobeného minus jednotkou T'G'D(q, «) rozdelenia, kde realizicia bola
generovand pri parametroch ¢ = 0,4 a o = 0,7, vykresleny pre vsetky
hodnoty parametrov.

(zdroj: vlastné spracovanie)
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Obr. 4: Graf troviiovych mnozin logaritmu funkcie vierohodnosti
prendsobeného minus jednotkou TG D(q, «) rozdelenia, kde realizicia bola
generovand pri parametroch ¢ = 0,4 a a = 0,7, vykresleny pre okolie
skuto¢nych parametrov.

(zdroj: vlastné spracovanie)
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3 Goémez-Dénizovo geometrické rozdelenie

V tejto kapitole sme sa pozreli na dalSie zovSeobecnené geometrické rozdelenie.
Nasu pozornost sme nesustredili na to, ako presne toto rozdelenie vzniklo, ale zamerali
sme sa na podobné vlastnosti ako v pripade TG D(q, «). Vsetky potrebné informacie

a vlastnosti sme ¢erpali z ¢lanku [3].

3.1 Definicia a vlastnosti Gémez-Dénizovho geometrického

rozdelenia

Gomez-Dénizovo geometrické rozdelenie je dalsim zovseobecnenim Geo(q), takze

patri k diskrétnym rozdeleniam pravdepodobnosti, je vSak zavislé od dvoch parametrov.

Definicia 3.1 Majme diskrétnu nahodni premennid Y. Nech pre pravdepodobnostni

funkciu'Y plati

pr(y) = —2LU )
v (1—agh)(1—ag)’
kde y = 0, 1, 2, ..., 0 < q < 1, « > 0 aa = 1 — «. Potom hovorime, Ze Y ma

Gomez-Dénizovo geometrické rozdelenie pravdepodobnosti.

Veta 3.1 Nech Y je ndhodnd premennd, ktora md Gomez-Dénizovo geometrické roz-

delenie. Distribucnd funkcia tohto rozdelenia md tvar

0 aky <0,
FY(y) = %J: qui(l . q)

(1 —ag*)(1 - aq’)

aky >0,
i=0

pricom 0 <q < 1,a >0aa=1-— a.
Dokaz.
Dokaz vety vyplyva priamo z definicie distribucnej funkcie diskrétnej ndhodnej pre-

menne;j. 0

Autor v ¢lanku [3] neuvadza Specificky nédzov daného rozdelenia, nazyva ho len
ako zovSeobecnené geometrické rozdelenie. Aby sme toto rozdelenie v nasej praci jed-

noznacne odlisili od ostatnych, nazyvame ho Gémez-Dénizovo geometrické rozdelenie.
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Pre tento nézov sme sa rozhodli prave kvoli jeho autorovi, avsak pre rychlejsiu orien-
taciu sme dodrzali oznacenie, ktoré zaviedol sdm autor. Preto vyuzivame oznacenie

GG(q, ) z anglického ndzvu generalized geometric distribution.

Poznamka. Mozeme si vSimnut, ze ak by sme parameter « polozili rovny jednej,

tak z distribucnej funkcie GG(q, @) by sme dostali distribu¢ni funkciu Geo(q).

Aby sme videli, aky tvar mdze mat pravdepodobnostné funkcia GG(q, «) rozde-

lenia, vykreslili sme ju na Obr. 5 pre rozne kombinécie parametrov q a a.

q=01 q=05 q=08

Hodnoty parametra a

- 05

—_—1
10

— 100

P(Y=y)
0.4 0.6
1
P(Y=y)
1
=)
1

0.2

00 01 02 03 04 05 06
1
P(Y

0.00 0.05 0.10 0.5 020 0.25 0.30
1

;
K

Obr. 5: Grafické porovnanie pravdepodobnostnej funkcie GG(q, «)
pri roznych parametroch q a a.

(zdroj: vlastné spracovanie)

Ako uvadza ¢lanok [3], v roku 1997 Marshall a Olkin predstavili zovSeobecnené
exponencialne rozdelenie, ktoré opisali pomocou nasledujtcej hustoty

Bz
fx(x) = ﬁw

pre x > 0 a parametre >0, a>0aa=1— «.

Veta 3.2 Nech X je kladna ndhodna premennd, ktord md Marshallovo-Olkinovo expo-
nencidlne rozdelenie s parametrami 8 > 0, a > 0 a @ = 1 — «a, potom jeho celd dolnd

cast md Gémez-Dénizovo geometrické rozdelenie s parametrami e™® a o
Doékaz.
Nech Y = | X |, kde |z| je funkcia dolnej celej Casti redlneho ¢isla x, potom plati

y+1 &/Be_ﬂ$
py(y) = /y mdﬂ

Zavedme substitticiu u = 1 — ae™#*. Po aplikovani substittcie dostdvame

v+l qPeP? o [lmae D
_ — " _dr=-= —du=
py(y) /y (1= e o2y2 alicaer w2
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a 1 1 } afl—ae?—1+ae P
all—ae Bt 1 —aeP]  a|(l—aeBfut)(1— ae )

Ozna¢me ¢ = e ?, potom

—¢’ +¢""! _ ag’(1—q)
(1 —agvr)(1 —agr) (1 —agWV)(1 —ag)’

pY(y) = -

kdey=0,1,2,...,0<qg<1,a>0aa=1-—a. Dana rovnost je pravdepodobnostna
funkcia GG(q, a), pricom q = e, takze Y ~ GG(e ™", a). O

Nech ndhodnd premennd Y ~ GG(q, ). Strednd hodnota Y zodpoveda tvaru

Nésledne pomocou strednej hodnoty moézeme vyjadrit vztah pre disperziu, ktora vyzera

— 1ag?
— 1 —agY

Oba tieto vztahy platia prey =0,1,2, ..., 0<g<l,a>0aa=1-a.

3.2 Odhad parametrov

Nasledujticu podkapitolu sme venovali odhadom parametrov GG(q, o). Ako prvé
sme spocitali prvotné odhady parametrov daného rozdelenia. Pre presnejsie odhady

sme pouzili metodu MLE, ktorej princip sme popisali v podkapitole 1.1.

V pripade GG(q, @) boli prvotné odhady spomenuté v ¢lanku, ktory sa venuje
tomuto rozdeleniu, a to konkrétne ¢lanok [3]. Z pravdepodobnostnej funkcie GG(q, @)
vyplyva, ze

)
(0= {5y
py(1) = agl ~0)

(1 —ag*)(1 - aq)
Pomocou tychto vztahov autori vyjadrili odhady pozadovanych parametrov. Platia

pre ne nasledovné vztahy

g — P — bobr

P1 ’
4 — Do =205+ P5 — p1 + P
P3(Po+p1 — 1) 7
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kde oznacenie Py zodpovedd odhadu py(0), ktory bol odhadnuty pomocou realizécie
ako pomer medzi pocetnostou ¢isla nula v danom siibore a celkovym rozsahom stiboru,

pre ktory sme prave parametre odhadovali. Analogicky vyznam méa oznacenie p;.

Aby sme mohli odhadnuf parametre pomocou metédy MLE, je potrebné si defi-
novat vierohodnostni funkciu pre GG(q, «), ktord ma tvar

ag’(1—q)
1— @qyi-l-l)(l — @q%‘)’

Liy.g,a) H(

kdey =0,1,2,..,0<¢g<1 a>0aa=1—a« Dalej pre logaritmus funkcie
vierohodnosti plati vztah
(y,¢,0) =n[lna+1In(l - g) + ylng — ) [In(1 — ag”*") + In(1 — ag”)],

i=1

ked « > 0 a @ = 1 — a. Tento tvar uvadza clanok [3].

3.2.1 Simulacie

Pre odhadovanie parametrov sme si ako prvé vygenerovali viaceré sady dat z roz-
delenia GG(q, «) pre rozne parametre g a . Pociatoéné odhady sme pre ilustraciu spra-
vili na stbore velkosti 10 000 hodnét. Na spocitanie odhadov sme vyuzili softvér R [5]
a po spocitani odhadov sme ich zapisali do Tabulky 3. Prvy stlpec zaznamendva spo-
minany rozsah siboru, v nasledujticej dvojici stipcov st zaznamenané redlne hodnoty

parametrov a zvysné stlpce znazornuju ich odhady.

Tabulka 3: Prvotné odhady parametrov GG(q, o).

A A

n q o' q & q &

10 000 || 0,3 0,6 | 0,3107  0,5743 | 0,2789  0,6806
10 000 || 0,2 19 | 0,1904 21,3059 | 0,2017 18,0312
10 000 || 0,4 3 | 0,3919  3,1417 | 0,4068  2,9013
10 000 || 0,6 0,2 | 0,5757  0,2169 | 0,5602  0,2381

(zdroj: vlastné spracovanie)

Po vypocitani prvotnych odhadov sme aplikovali metédu MLE. Samotné odhady
sme zratali numericky v softvéri R aplikovanim funkcie optim() na logaritmus funkcie

vierohodnosti prenasobeny minus jednotkou, aby sme nasli bod, v ktorom sa nadobtuda
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jej maximum. Tu sme vyuzili aj nase prvotné odhady, ktoré sme doplnili do funkcie
optim() ako Startovacie body. Aby sme mohli porovnat odhady aj navzajom medzi
rozdeleniami, odhady sme vykonali na stiboroch o rovnakej velkosti. Odhady g a a sme
najskor vykonali pre sibor o velkosti n rovné 10 a nasledne sme tento subor podstatne
zvacsili na 10 000 hodnot. Odhady parametrov sme zapisali do Tabulky 4, konkrétne
do prvého stipca tejto tabulky sme zaznamenali velkost siboru. V nasledujicom stlpci
sme zaznamenali redlne hodnoty ¢ a «, pre ktoré sme spravili realizaciu. Do poslednych

troch blokov stipcov sme zapisali nase odhady ¢ a &, vzdy pre ind realizdciu.

Tabulka 4: Odhady parametrov GG(g, o) pomocou metédy MLE.

n q @ q Q q Q q Q

10 0,3 0,6 | 03602 0,8473 | 0,5250  0,6215 | 0,4330  0,5621
10 000 || 0,3 0,6 || 0,2935  0,6129 | 0,2990  0,6185 | 0,3095  0,5521
10 0,2 19,0 | 0,2295 13,4233 | 0,1672 22,0287 | 0,2380 11,2018
10 000 || 0,2 19,0 || 0,1996 19,3211 | 0,1998 19,1482 | 0,2050 18,7215
10 0,4 3,0 0,4030 1,0538 | 0,5581  0,9272 | 0,3699  4,2089
10 000 || 0,4 3,0 || 0,3956  3,0660 | 0,3976  3,0161 | 0,3995  3,0248
10 0,6 0,2 05638 0,2003 | 0,2196  1,5736 | 0,4030  1,0538
10 000 || 0,6 0,2 || 0,984  0,2049 | 0,6071  0,1890 | 0,6088 00,1952

(zdroj: vlastné spracovanie)

V pripade n = 10 nase odhady neboli presné ani pri tomto type rozdelenia.
Je to sposobené tym, ze 10 hodnot je naozaj velmi malo na to, aby sme dostali ne-
jaky odhad, ktory by bol dostatoc¢ne blizky realnym hodnotam parametrov. Ked sme
si vsak porovnali Tabulku 4 s Tabulkou 2 a pozreli sme sa na stubor o rozsahu 10 000
hodndt, vsimli sme si, Ze odhady parametra « st pri GG(q,«) o nieco presnejsie ako
pri TGD(q, ). AvSsak musime uviest, ze pre vicsie hodnoty parametra o sa ndm od-
hady nepodarili vykonat. Taktiez bol problém s odhadovanim parametra ¢ pre hodnoty
blizsie ¢islu 1.

Tak ako pri TGD(q,a), opat sme sa blizsie pozreli na funkciu, pomocou ktore;
sme parametre odhadovali. Vykreslili sme tiroviiové mnoziny (tzv. vrstevnice) logaritmu
funkcie vierohodnosti prenasobeného minus jednotkou, kde realizacia ndhodného vy-

beru, ktord vstupovala do vykreslenej funkcie, bola generovana pre ¢ = 0,2 a @ = 19
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a bola velkosti 10 000 hodno6t. Na Obr. 6 je najskor funkcia vykreslena pre siroké roz-
pétie parametrov, konkrétne 0 < ¢ < 1 a 0 < a < 30. Z obrazka moézeme vidiet,
ze funkcia ma podobny tvar ako v pripade rozdelenia TG'D(q, «). Na Obr. 6 sme na-
sledne funkciu vykreslili aj pre okolie realnych parametrov. Mézeme si vsimnuf, Ze okolo
skutoc¢nej hodnoty je vytvoreny pas, kde sa sice parametre liSia od skuto¢nych hodnot,
ale funkéna hodnota zostava takmer nemennd, kvoli ¢comu mohlo nastat, ze odhad-

nuté parametre sa lisia od realnych hodnot parametrov napriek velkosti siboru 10 000

l -

8e+04

hodnot.

6e+04

4e+04

2e+04

17000
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— 16500
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Obr. 6: Graf droviiovych mnozin logaritmu funkcie vierohodnosti
prendsobeného minus jednotkou GG(q, «) rozdelenia, kde realizacia bola

generovana pri parametroch ¢ = 0,2 a a = 19.

(zdroj: vlastné spracovanie)
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4 Umocnené zovseobecnené geometrické rozdelenie

V rdmci tejto kapitoly sme sa venovali dalsiemu zovSeobecnenému geometrickému
rozdeleniu. Ako pri predchadzajicich dvoch rozdeleniach, nezamerali sme sa na vznik
tohto rozdelenia, skor sme sa venovali jeho vlastnostiam a odhadu parametrov. Odvo-

denie tohto rozdelenia a vSetky vlastnosti mézeme néjst v [2].

4.1 Definicia a vlastnosti umocneného zovseobecneného geo-

metrického rozdelenia

Umocnené zovseobecnené geometrické rozdelenie je zovseobecnenim Geo(q), takze
opat je to diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti, avsak v tomto pripade je zavislé

od troch parametrov.
Definicia 4.1 Nech Y je diskrétna ndhodnd premennd, ktorej pravdepodobnostnd fun-

1—qgvtt\7 1—¢¥\"
- I 4

prey=20,1,2, .., 0<qg<1,a>0 a=1—aa~vy > 0. Potom hovorime, Ze Y md

kcia vyzerd

umocnené zovseobecnené geometrické rozdelenie.

Veta 4.1 Nech Y je nahodnd premennd, ktorda md umocnené zovseobecnené geomet-

rické rozdelenie, potom distribucnd funkcia tohto rozdelenia ma tvar

0 ak y <0,
Fy(y) =1 Ly 1— gt \? L—qv\”
—\1—ag 1—aqY

kde 0 <q < 1,a>0,a=1—aavy > 0.
Dokaz.
Dokaz vety vyplyva priamo z definicie distribu¢nej funkcie diskrétnej ndhodnej pre-

mennej. 0

Dalej budeme umocnené zovseobecnené geometrické rozdelenie oznacovat skrat-
kou, ktord zaviedli samotni autori, a to EGG(q, «,y) podla anglického nazvu exponen-

tiated generalized geometric distribution.
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Pozndmka. Ak by sme parameter v v distribucnej funkcii EGG(q, «,y) polozili
rovny jednej, dostali by sme rozdelenie GG(q,«). Néasledne, ak by sa aj parameter

a rovnal jednej, dostali by sme tvar distribu¢nej funkcie Geo(q).

Aby sme ziskali predstavu o tom, ako vyzera pravdepodobnostna funkcia tohto

rozdelenia, vykreslili sme ju pre rézne kombinacie parametrov na Obr. 7.
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Obr. 7: Grafické porovnanie pravdepodobnostnej funkcie FGG(q, o, )
pri roznych parametroch ¢, a 7.

(zdroj: vlastné spracovanie).

Clanok [8] uvadza novy typ zovieobecneného exponencialneho rozdelenia. Autori

ho zadefinovali nasledujticou distribu¢nou funkciou

Bz \7
Fx<x>:(1) |

1 — qe b
kdex >0, 0<a<l,a=1—a, > 0a~vy > 0. Nasledujtuca veta ukazala vztah medzi

tymto exponencialnym rozdelenim a EGG(q, «v, ).

Veta 4.2 Nech ndhodnd premennd X md vyssie spomenuté zovseobecnené exponen-
cidalne rozdelenie s uvedenymi parametrami. Potom ndhodnd premennd Y, ktord je dol-

nou celou castou ndhodnej premennej X, md rozdelenie EGG(e™”, a, 7).
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Dokaz.
Nech Y= | X, kde [z] je funkcia dolnej celej ¢asti redlneho ¢isla x. Potom plati
1 — e Bly+1) \7 1—e By \7
P(Y =y)=Fx(y+1) - Fx(y) = (1_%,3@“) “\1T-ae
prey=0,1,2 ., 0<a<l,a=1—a, f>0avy>0. Priamo vztah (4) ukazuje,
7e ked sa parameter ¢ tovna e ?, tak Y ~ EGG(q =e7?, a, 7). O

Nech Y je ndhodnd premennd, ktorda ma EGG(q, «,y) rozdelenie. Potom stredna

hodnota Y vyzera
S5 o (1)
= Wig\Y) N T 5 |
i=0j=0 1 —q*
kde
1)¢+1ﬂ I'(y+7) ‘
iPIT(y+1—14)
Nésledne pre disperziu ndhodnej premennej Y ~ EGG(q, o, ) plati vztah

qiti gt 9
ZZCA}ZJOC’}/ 1_ H—j 1+1_7qZ+] —E(Y)

=0 j=0

wijla,y) = (=

Vo vsetkych tychto vzfahoch plati, ze 0 < ¢ <1, a >0, a=1—aay>0.

4.2 Odhad parametrov

V tejto podkapitole sme sa sistredili na odhad parametrov EGG(q, a,7y). V pri-
pade tohto rozdelenia sme prvotné odhady neodvadzali. Ked sme sa snazili spravit pr-
votné odhady pre toto trojparametrické rozdelenie, zistili sme, ze odvodif ich by bolo
velmi naro¢né oproti tomu, aky by to malo prinos, preto sme sa rozhodli prvotné od-
hady volif ndhodne. Pre odhady parametrov sme aplikovali metodu MLE, jej princip
sme popisali v podkapitole 1.1.

Funkcia vierohodnosti EGG(q, o, y) ma tvar
n 1 — qvitt v 1—¢q¥ v
L - S S I S S

Autori ¢lanku [2] neuviedli upraveny vztah pre logaritmus funkcie vierohodnosti.

Logaritmus funkcie vierohodnosti vyzera

1 — g v 1 —q¥ v
I 1 — | — .
(Y., 0.7 an(l—aqyﬂrl) (1—@(}%)
Obe tieto funkcie platiapre 0 < ¢ <1, a >0, a=1—aa vy > 0.
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4.2.1 Simulacie

Ako prvé sme si vygenerovali sady dat z EGG(q, «, ) pre rozne parametre. Roz-
sah mensieho zo suborov sme v tomto pripade pozmenili oproti prvym dvom rozdele-
niam, pretoze pri stibore o velkosti 10 hodnot sa nedarilo odhadnit parametre daného
rozdelenia. To znamend, zZe najskor sme odhady parametrov g, a, v spravili na stibore
velkosti 50 hodnét a nasledne na stibore velkosti 10 000 hodn6t. Odhady boli vypo-
¢itané v softvéri R [5], presnejsie boli zrdtané numericky pomocou funkcie optim(),
v ktorej startovacie body boli v pripade tohto rozdelenia zvolené nahodne. Vsetky

spravené¢ odhady sme zapisali do Tabulky 5.

V prvom stlpci Tabulky 5 su zapisané velkosti siborov, na ktorych boli jed-
notlivé odhady vykonané. V druhom bloku stipcov st zaznamenané redlne hodnoty
parametrov, ktoré sme odhadovali. Zvy$né stlpce ukazuji odhady jednotlivich para-
metrov pre danu velkost suboru. Kvoli velkosti tabulky sme vsetky odhady parametrov

zaokruhlovali na dve desatinné miesta.

Tabulka 5: Odhady parametrov EGG(q, «r,y) pomocou metédy MLE.

n qg o 7 q a y q a gl q a ¥
50 05 02 08041 012 342 (024 7,30 007|049 3,07 0,20
10000 | 0,5 0,2 08| 051 0,10 1,48 | 049 0,17 0,94 | 0,53 0,06 2,29
50 03 20 04035 024 203 (023 1154 012|024 14,62 0,16
10000 | 0,3 2,0 04031 1,60 044 | 037 005 834|026 515 0,23
50 06 08 501049 997 1,14 | 0,60 2,30 2,05|060 3,90 1,60
10000 | 0,6 0,8 50| 0,60 0,77 507 | 0,59 087 4,77 0,60 0,88 4,63
50 0,8 9,0 301081 664 343|082 194 733|077 6,06 6,84
10000 | 0,8 9,0 3,0 [ 0,81 4,72 4,08 | 0,81 4,68 4,30 | 0,79 13,37 2,50

(zdroj: vlastné spracovanie)

Ako sa ukazalo, odhady parametrov EGG(q, o, ) sa v niektorych pripadoch vy-
razne lisia od skuto¢nych hodnét aj pre subor, ktory ma velkost az 10 000 hodndt.
V pripade parametra ¢ si odhady blizke, ale parametre a a v sa v mnohych pripadoch
nepodarilo dobre odhadnif. Preto sme sa rozhodli pozriet na to, ako vyzera funkcia,

pomocou ktorej boli parametre odhadované. Vykreslili sme turoviiové mnoziny (tzv. vrs-
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tevnice) logaritmu funkcie vierohodnosti EGG(q, a,7y) rozdelenia prendsobeného mi-
nus jednotkou. Realizacia, ktorda vstupovala do vykreslenej funkcie bola generovana
pre ¢ = 0,3, a« = 2 a v = 0,4. KedZe dané rozdelenie zavisi az od troch parametrov
a vykreslovali sme len dvojrozmerné grafy, rozhodli sme sa funkciu vykreslit postupne
pre kombinaciu ¢, «, nasledne pre ¢, v a na zaver pre «, 7, pricom zvysny parameter

sa vo vsetkych pripadoch rovnal vyssie spominanym hodnotam.

Na Obr. 8 sme zobrazili vrstevnice danej funkcie pre vsetky kombinacie para-
metrov, pricom pre kazdd kombindciu sme najskor vykreslili graf pre Siroky rozsah

parametrov a nasledne sme sa pozreli na blizke okolie parametrov.
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Obr. 8: Graf troviiovych mnozin logaritmu funkcie vierohodnosti
prendsobeného minus jednotkou FGG(q, o, 7) rozdelenia, vykresleny pre
vsetky kombindcie parametrov, kde realizacia bola generovana
pri parametroch ¢ = 0,3, a =2 a v = 04.

(zdroj: vlastné spracovanie)
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5 Aplikacie geometrickych rozdeleni na realnych

datach

V predchadzajucich kapitolach sme sa oboznamili s viacerymi zovseobecneniami
geometrickych rozdeleni. Nasledujiicu kapitolu sme venovali aplikdciam a porovnaniu

tychto rozdeleni na redlnych sadach dat z dvoch odlisnych prostredi.

5.1 Chi-kvadrat statistika

Na porovnanie jednotlivych typov rozdeleni sme pouzili chi-kvadrat sStatistiku.

Vypocitali sme ju pomocou vzorca

d (Omi B Emi)Q

X = ; 5.
kde k oznacuje pocet kategorii, do ktorych su jednotlivé hodnoty rozdelené, resp. pocet
hodnét, ktoré st nadobidané v konkrétnej sade dat a m; oznacuje konkrétnu kategériu.
On,, z anglického observed, je oznacenie pre pocetnost konkrétnej hodnoty v katego-
rii m;. Takze napriklad O,,, ndm hovori, presne kolkokrét sa konkrétna hodnota (ako
napriklad v nasom pripade 0) nachddza v danom subore v prvej kategérii. E,,,, z an-
glického estimated, je odhad poctu konkrétnych hodnét, spraveny na zaklade nasho

modelu v danej sade dat. Napriklad E,,, hovori o tom, kolkokrat sa nadobuda kon-

krétna hodnota (v nasom pripade 0) v danom rozdeleni v prvej kategorii.

Po implementovani ziskanych dat sme ako prvé odhadli parametre rozdelenia,
ktorého zhodu sme prave skimali. Pre odhad parametrov sme pouzili metédu MLE,
pre kazdy typ rozdelenia mame definované funkcie vierohodnosti v kapitolach, v kto-
rych sa venujeme jednotlivym rozdeleniam. Po odhadnuti parametrov sme pomocou
pravdepodobnostnej funkcie odhadli pocetnosti hodnot v danych rozdeleniach pre od-
hadnuté ¢, &, resp. 4. Nésledne po odhadnuti pocetnosti sme vypocitali vyssie spo-
menutt chi-kvadrat Statistiku a porovnali sme, ktoré z rozdeleni Geo(q), TGD(q, o),

GG(q,a) a EGG(q, a,7y) je to najlepSie pre dani sadu dat.

5.2 Aplikacia v aktuarstve

Ako prvé sme skimali ako dobre tieto rozdelenia opisuju sadu dat, ktora je z pro-

stredia poistovni. Data sme prevzali z ¢lanku [1], konkrétne této sada dat zaznamendva
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poty poistnych udalosti automobilov poistencov. V Tabulke 7 st v prvych dvoch stip-

coch zaznamenané tieto poistné udalosti. PresnejSie v prvom stlpci st zapisané hod-

noty, ktoré si nadobudané v tejto sade dat, konkrétne 0, 1, 2, 3, 4, pricom hodnota 4

zaznamenava 4 a viac poistnych plneni. V druhom stlpci st zaznamenané pocetnosti

jednotlivych hodnot. To znamend, kolkokrat je v sade dat nadobudnuta 0, kolkokrat

je v sade dat obsiahnutd 1, a tak dalej.
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Obr. 9: Pravdepodobnosti, podla ktorych st nadobuidané jednotlivé
hodnoty v redlnej sade dat z poistovnictva v porovnani
s pravdepodobnostami pre odhadnuté parametre rozdeleni Geo(q),
TGD(q,«), GG(q, ) a EGG(q, 7).

(zdroj: vlastné spracovanie)

Na Obr. 9 sme vykreslili pravdepodobnosti, s ktorymi sa nadobtdaju jednotlivé
hodnoty, aby sme mohli porovnat a predpokladat, ktoré rozdelenie sa najlepsie hodi
na opis nadich déat. Cierne stlpiky zaznamenévaji odhadnuté pravdepodobnosti py (0),
Py (1), Py (2), ..., ktoré sme odhadli podla nadobudnutych hodnot v sade déat. Do grafu
st zakreslené aj odhady pravdepodobnosti, s ktorymi sa nadobtdaji hodnoty pri jed-

notlivych typoch rozdeleni s odhadnutymi parametrami ¢, &, resp. 4.
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Podla Obr. 9 nie je jasné, ktoré rozdelenie je najvhodnejsie na modelovanie tohto
typu dét. Vidime, ze pre vSetky rozdelenia, si pravdepodobnosti py (0), py (1), py(2), ...
prakticky rovnaké. Keby sme zakreslili do jedného obrazka vsetky typy rozdeleni,
vsetky rozdelenia by sa doslovne prekryli, a preto sme zostrojili Tabulku 6, kde sme
zapisali odhady pravdepodobnosti, s ktorymi sa nadobudajui jednotlivé hodnoty v kaz-
dom type rozdelenia, ako aj v realnej sade dat. Ked sme sa pozreli na tieto odhady,
vsimli sme si, ze odchylka medzi pravdepodobnostami, ktoré sme ziskali z realnej sady
dat a odhadnutymi pravdepodobnostami je v pripade Geo(q) najvicsia. Na zdklade
tohto pozorovania mézeme predpokladat, Ze Geo(q) bude spomedzi nasich rozdeleni

najslabsie modelovat realnu sadu dat.

Tabulka 6: Porovnanie odhadnutych pravdepodobnosti nadobudania

hodnét pri jednotlivych rozdeleniach.

Data Geo(q) TGD(q,a) | GG(q,a) || EGG(q,,7)
Py (0) 0,8336 | 0,8374 0,8338 0,8339 0,8332
Py (1) 0,1445 | 0,1362 0,1422 0,1420 0,1431
Py (2) 0,0171 0,0221 0,0206 0,0206 0,0202
Py (3) 0,0037 | 0,0036 0,0029 0,0029 0,0030
1- iﬁy(i) 0,0011 || 0,0007 0,0005 0,0005 0,0005
i=0
Odhadnuté G§=0163 | ¢=0,141 | g=0,141 | ¢=0,147
parametre a=—0,206 || & =1,211 a = 0,345
4 = 3,158

(zdroj: vlastné spracovanie)

Pre lepsie porovnanie, ktoré rozdelenie je najvhodnejsie na modelovanie tychto
dat sme vytvorili Tabulku 7. V prvej casti tabulky st zaznamenané nadobidané hod-
noty. Ako sme uz spominali, prvé dva stipce st venované skutoénym hodnotdm. Zvysné
stipce tabulky zaznamenavaji odhadnuté pocetnosti pre konkrétne typy rozdelenia,
ktoré boli spocitané po odhadnuti parametrov. V riadku s nazvom ,,Spolu” sme zazna-
menali rozsah suboru a v nasledujicom riadku su pre konkrétne rozdelenie zapisané
odhadnuté parametre. Do posledného riadku Tabulky 7 sme zapisali vypocitané chi-

kvadrat hodnoty pre jednotlivé rozdelenia.
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Tabulka 7: Modelovanie aktuarskych dat pomocou geometrického

rozdelenia a jeho zovseobecneni.

Nadobudané
hodnoty Pocetnost | Geo(q) TGD(q,c) | GG(q,cv) | EGG(q,,7)
0 1563 1570,16 1563,42 1563,60 1562,30
1 271 255,28 266,65 266,31 268,26
2 32 41,50 38,57 38,70 37,94
3 7 6.75 5,46 5,49 5,55
4 2 1,31 0,90 0,90 0,96
Spolu 1875 1875 1875 1875 1875
Odhadnuté §=0163 | g= 0141 g=0,141 | §=0,147
parametre a=—-0,206 || @ =1,211 a = 0,345
4 = 3,158
x2-hodnota 3,93 3,58 3,60 3,06

(zdroj: vlastné spracovaniena zaklade [1])

Chi-kvadrat hodnota nam potvrdila to, ¢o sme si vSimli v Tabulke 6. Rozdele-
nie Geo(q) spomedzi definovanych rozdeleni najslabsie modeluje dani sadu dat, avsak
nemozeme tvrdif, Zze by bolo pre tito sadu uplne nepouzitelné, pretoze aj pri tomto
rozdeleni chi-kvadrat hodnota vysla pomerne mala a velmi porovnatelna s hodnotami
pre ostatné tri rozdelenia. V pripade rozdeleni TG D(q, o) a GG(q, @) mdzeme vidiet isté
zlepsenie od Geo(q). Naviac si mozeme vSimnut, ze tieto rozdelenia maji medzi sebou
velmi blizke chi-kvadrat hodnoty. M6ze to byt zapri¢inené tym, Ze obe tieto rozdele-
nia sa zavislé prave od dvoch parametrov. Rozdelenie, ktoré najlepsie modeluje data
spomedzi rozdeleni, ktoré sme porovnavali je EGG(q,«,7). Nie je to prekvapujtce,
pretoze zavisi az od troch parametrov, ¢o dodava rozdeleniu lepsiu pruznost, avsak
toto zlepsenie v chi-kvadrat hodnote nie je velmi vyrazné. Ako ukazuje Tabulka 7,
odhadnuté pocetnosti pre dvojparametrové rozdelenia (T'GD(q, o), GG(q, a)) nam vy-
sli velmi podobné v porovnani s trojparametrovych rozdelenim (EGG(q, ,7)). Podla
tychto faktov sme si dovolili skonstatovat, Zze na modelovanie tychto dat by sme pouzili
jedno z dvojparametrovych rozdeleni (TG D(q,«), GG(q,«)), nakolko praca s dvomi

parametrami je jednoduchsia ako s tromi a tieto rozdelenia dobre modeluji dant sadu.
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5.3 Aplikacia v medicine

Ako druhé sme skumali data z lekarskeho prostredia, ktoré sme opéit ziskali
z Cldnku [1]. Data v druhej sade zaznamendvaji poéty epileptickych zachvatov a su za-
pisané v Tabulke 9. Presnejsie v prvom stipci st zapisané hodnoty, ktoré sa nadobudajt
v tejto sade dat, konkrétne 0, 1, ..., 8, kde hodnota 8 zaznamenava 8 a viac epilep-
tickych zachvatov. V druhom stipci st zaznamenané pocetnosti jednotlivych hodnét,
to znamena, kolkokrat je v sade dat nadobudnutd 0, kolkokrat je v sade dat obsiahnuta

1, a tak dalej.

5 i \ Rozdelenia pravdepodobnosti
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Obr. 10: Pravdepodobnosti, podla ktorych st nadobtidané jednotlivé

hodnoty v redlnej sade dat z mediciny v porovnani s pravdepodobnostami
pre odhadnuté parametre rozdeleni Geo(q), TGD(q,«), GG(q, @)
a EGG(q, 7).

(zdroj: vlastné spracovanie)

Opét sme si ako prvy vykreslili obrazok pravdepodobnosti, s ktorymi sa nadobt-
daji jednotlivé hodnoty. Cierne stipiky zaznamendvaji odhadnuté pravdepodobnosti,
ktoré sme ziskali z redlnej sady dat. Ciarovymi grafmi st zndzornené odhadnuté prav-
depodobnosti pre kazdé rozdelenie. Presné farebné odliSenie a odhadnuté parametre

pre kazdé rozdelenie mézeme vidiet v legende na Obr 10.

Na Obr. 10 mézeme vidiet, ze EGG(q, o, 7y) najlepsie modeluje dant sadu dat z le-
kérskeho prostredia. Na druhej strane vidime, ze odhadnuté pravdepodobnosti Geo(q)

rozdelenia najslabsie kopiruju ¢ierne stlpiky, ¢o znamena, ze Geo(q) spomedzi rozdelent,
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ktoré sme porovnavali, najhorsie sedi na dant sadu dat z lekarskeho prostredia. Aby
sme lepSie videli tieto pravdepodobnosti a odhady pravdepodobnosti pre jednotlivé
rozdelenia zostrojili sme Tabulku 8.

Tabulka 8: Porovnanie odhadnutych pravdepodobnosti nadobudania

hodnoét pri jednotlivych rozdeleniach.

Data Geo(q) TGD(q,a) | GG(q,a) || EGG(q,,7)
Py (0) 0,3590 || 0,3931 0,3482 0,3418 0,3616
Py (1) 0,2279 | 0,2386 0,2623 0,2599 0,2256
Py (2) 0,1681 | 0,1448 0,1658 0,1712 0,1720
Py (3) 0,1197 0,0879 0,0978 0,1024 0,1126
Py (4) 0,0684 || 0,05334 0,0558 0,0577 0,0640
Py (D) 0,0228 0,0324 0,0313 0,0315 0,0332
Py (6) 0,0142 0,0197 0,0174 0,0168 0,0163
Py (7) 0,0114 0,0119 0,0096 0,0089 0,0078
1— iﬁy(z) 0,0085 | 0,0184 0,0119 0,0099 0,0069
i=0

Odhadnuté qg= 0,607 || g=0,551 q = 0,524 q = 0,466

parametre a = —0,409 || & = 1,750 & = 5,273

4 = 0,590

(zdroj: vlastné spracovanie)

Tabulka 8 ukazuje, ze odchylka medzi pravdepodobnostami nadobtdania pre real-
ne hodnoty a odhadnutymi pravdepodobnostami je pre Geo(q) najvacsia. Na druhej
strane mozeme vidiet, Ze v pripade FGG(q, a, ) je odchylka odhadnutych pravdepo-
dobnosti a pravdepodobnosti nadobtidania z redlnych dat najmensia. Takze na zdklade
obrazka aj odhadov pravdepodobnosti sme mohli predpokladat, Ze najlepsie rozdele-
nie na modelovanie tejto sady dat je FGG(q,a,). Preto sme zostrojili Tabulku 9,
kde sme zapisali vypocitané chi-kvadrat hodnoty, aby sme sa utvrdili, ktoré rozdelenie

je pre dani sadu dat najvhodnejsie.

V prvej ¢asti Tabulky 9 st v prvych dvoch stlpcoch zaznamenané redlne data.
Zvy$né stipce st venované jednotlivym rozdeleniam, konkrétne odhadom pocetnosti,
ktoré sme spocitali po odhadnuti parametrov vzdy pre konkrétne rozdelenie. Samotné

odhady parametrov s zapisané v riadku hned pod riadkom s nazvom ,,Spolu”, ktory
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zaznamenava celkovy rozsah siboru. V poslednom riadku Tabulky 9 st pre kazdé

rozdelenie zapisané chi-kvadrat hodnoty.

Tabulka 9: Modelovanie lekarskych dat pomocou geometrického rozdelenia

a jeho zovseobecneni.

Nadobudané
hodnoty Pocetnost | Geo(q) TGD(q,a) | GG(q,a) | EGG(q,a,)
0 126 137,96 122,21 119,96 126,94
1 80 83,74 92,05 91,22 79,19
2 59 50,82 58,19 60,09 60,36
3 42 30,85 34,31 35,93 39,52
4 24 18,72 19,58 20,25 22,48
5) 8 11,36 10,99 11,04 11,64
6 ) 6,90 6,11 5,91 5,72
7 4 419 3,39 3.13 2,73
8 3 6,46 4,17 3,47 2,43
Spolu 351 351 301 351 351
Odhadnuté G=0607 | g= 0551 | g=0524 | §=0466
parametre a = —0,409 || & = 1,750 a = 5,273
4 = 0,590
x2-hodnota 9,65 6,24 5,75 4,39

(zdroj: vlastné spracovaniena zaklade [1])

Po porovnani vsetkych chi-kvadrat hodnot sme videli, Ze rozdelenie, ktoré naj-
slabsie modeluje tito sadu dat je naozaj Geo(q), tak ako sme predpokladali. Dovodom
je, ze toto rozdelenie zavisi len od jedného parametra. Pri rozdeleniach T'GD(q, «)
a GG(q,«) vidime isté zlepSenie v chi-kvadrat hodnote, je to spésobené tym, Ze obe
tieto rozdelenia zavisia od dvoch parametrov. Prave tento fakt sposobil to, ze v pri-
pade tychto dvoch rozdeleni s si podobné aj samotné chi-kvadrat hodnoty. Najmensia
hodnota vysla pre EGG(q, a,7), to znamend, ze toto rozdelenie je spomedzi porov-
navanych najvhodnejsie na modelovanie konkrétnej sady dat. Tu jasne zavazil fakt,
ze EGG(q,a,) zavisi od troch parametrov. Takze na modelovanie tejto sady dét

by sme zvolili prave toto rozdelenie.
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Zaver

V roéznych oblastiach je ¢asto potrebné modelovat data, ktoré nadobudaju len ce-
lo¢iselné hodnoty. Prave v tychto oblastiach maju vyuzitie diskrétne rozdelenia prav-
depodobnosti. Tato bakalarska praca bola venovana zovSeobecneniam geometrického
rozdelenia. Postupne sme prezentovali tri zovSeobecnenia, odhady ich parametrov a vy-
uzitie na realnych sadach dat. Praca mala priniest akysi prehlad zakladnych charak-
teristik tychto rozdeleni a napriklad aj ukéazat, ako rozne moézu vyzerat pravdepodob-

nostné funkcie.

Prva kapitola sa zameriavala na geometrické rozdelenie. Kedze toto rozdelenie je
dobre zname, nevenovali sme mu vela pozornosti. Uvadzame ho pre tplnost informacii,
nakolko praca sa zaobera jeho zovseobecneniami. Okrem samotného geometrického
rozdelenia je v prvej kapitole popisany aj princip odhadovania parametrov pomocou

metody maximéalnej vierohodnosti, ktory je nasledne pouzivany v priebehu celej prace.

Hlavna cast bakalarskej prace postupne prezentovala tri zovSseobecnenia geomet-
rického rozdelenia pravdepodobnosti. Najskor sme kazdé z rozdeleni definovali, da-
lej sme ukézali analégiu medzi danymi zovseobecnenymi geometrickymi rozdeleniami
a zodpovedajucimi spojitymi zovseobecneniami exponencialneho rozdelenia, a nésledne
sme uviedli stredni hodnotu a disperziu kazdého z rozdeleni. Velka cast prace bola
venovana odhadovaniu parametrov jednotlivych rozdeleni. Pre odhadovanie paramet-
rov sme pouzivali metdédu maximélnej vierohodnosti, a preto sucastou kazdej kapitoly,
ktora sa venovala danym zovseobecneniam, bola funkcia vierohodnosti. Spominané boli
aj logaritmické verzie funkcii vierohodnosti, pre ktoré sme vykreslili aj grafy trovio-

vych mnozin, aby sme priblizili spravanie sa odhadnutych parametrov.

Posledné piata kapitola bola venovana aplikacii geometrického rozdelenia ako
aj jeho zovSeobecneni na realnych sadach dat. Ukazali sme vyuzitie spominanych rozde-
leni pri redlnych problémoch v prostredi poistovni a v oblasti mediciny. Dané rozdelenia
st medzi sebou porovnavané pomocou chi-kvadrat statistiky. Na redlnych sadach dat
bol ukazany prinos dalsich parametrov do geometrického rozdelenia. Mozno teda kon-
statovat, ze ma zmysel v danych oblastiach uvazovat aj nad réznymi zovseobecneniami

uz znameho geometrického rozdelenia.
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Ciele, ktoré sme si na zaciatku stanovili, boli naplnené v plnom rozsahu. Podarilo
sa nam opisat zdkladné vlastnosti danych rozdeleni a aplikdciu samotnych rozdeleni
demonstrovat na realnych datach, ¢im sme ukazali, ze dané rozdelenia mozu byt néapo-
mocné v oblasti poistovnictva. Samozrejme v danej tématike by sa dalo dalej pokraco-
vat. Teoreticka cast by sa dala rozsirit o mnoho dalsich zovSeobecneni geometrického
rozdelenia, alebo by sme mohli zahrntt iné rozne vlastnosti, ktoré uz spominané rozde-
lenia maju. Prakticka cast by sa dala obohatit napriklad testovanim danych rozdeleni
a mohli by sme skumat dalsie sady dat z odlisnych oblasti. V tom pripade by vsak
praca prekracovala standardny rozsah bakalarskych prac, a preto tato praca moze byt

motivaciou k hlbsiemu skiimaniu danej problematiky.
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Prilohy

Priloha A

Programovy kéd odhadovania parametrov 7T'G D(q, «) rozdelenia, ktorému sme venovali
kapitolu 2, vybrany z prostredia R [5]. Pri pocitani prvotnych parametrov TG'D(q, «)
sme pouzili potrebny balik, konkrétne [9].

#DEFINOVANIE POTREBNYCH FUNKCII
#PRAVDEPODOBNOSTNA FUNKCIA
pmf . TGD<- function(x,q,alfa)
{
p<- cO)
p<- (1-alfa)*q~x*(1-q)+alfa*x(1-q~2)*q~ (2*x)
return(p)

3

#DISTRIBUCNA FUNKCIA

F.TGD<- function(x,q,alfa)

{
f<- c(Q)
f<- 1-(1-alfa)*q~ (x+1)-alfaxq~ (2*(x+1))
return(f)

}

#GENERATOR PSEUDO-NAHODNYCH HODNOT
rTGD<- function(n, q, alfa)

{
u<- runif(n, 0, 1)
r<- c()
d<- F.TGD(0:200, q, alfa)
i<- 1

for (i in 1:n)
{
for (j in 1:200)
{
if (ulil< d[jD
{
rlil<- j-1
break
}
}
}

return(r)



#LOG-VIEROHODNOSTNA FUNKCIA
1.TGD<- function(parametre)
{
x<- nv
g<- parametre[1]
alfa<- parametre[2]
return( -sum( log(pmf.TGD(x, q, alfa)) ) )

#0DHADOVANIE PARAMETROV
#0DHAD PRAVDEPODOBNOSTI p_O A p_1
hat_p<- function(nv)
{
counter0 <- 0O
counterl <- 0

for(i in 1:length(nv))

{
if (av[i] == 0)
{
counter0 <- counterO + 1
}
if (nv[i] == 1)
{
counterl <- counterl + 1
}

pO<- counter0 / length(nv)
pl<- counterl / length(nv)

return( c(p0, p1l) )

#FUNKCIA, KTORA VRATI PRVOTNE ODHADY
#instalacia a nacitanie potrebneho balika [9]
install.packages("AlgebraicHaploPackage"); library(AlgebraicHaploPackage) ;

prvotne_odhadyTGD<- function(nv)

{
pO<- hat_p(av) [1]
pl<- hat_p(av) [2]

g<- cubic( 1, p0-1, p0O-1, 1-pO-pl )[3]
alfa<- (g*pO-p1)/(g*x(1-q)~2*x(1+q))

return(c(q, alfa))



#PARAMETRE A GENEROVANIE HODNOT
g<- 0.9

alfa<- -0.9

set.seed(540)

nv<- rTGD(10000, g, alfa)

#0DHAD PARAMETROV ZALOZENY NA PRINCIPE MLE

prvotne_odhadyTGD (nv) #vypisanie prvotnych odhadov

optim( par= c( prvotne_odhadyTGD(nv) [1], prvotne_odhadyTGD(nv) [2] ),
1.TGD, method = "L-BFGS-B", lower = -0.99, upper = 0.99 )



